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a I:O;;"’"c"'dafs sont informés que la précision des raisonnements algorithmiques ainsi que I soin apportd

recaction et & la présentation des copies seront des éléments pris en comple dans la notation. Il
convient en particulier de rappeler avec précision les références des questions abordées. Si, au cours de
I'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler tre une erreur dénoncé, il le signale sur sa copie el
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives quil ost amené a prendre.

Remarque rales :
Cette épreuve est composée d'un exercice et de trois parties tous

Toutes les instructions et les fonctions demandées seront écrites en Python |
tre admises pour aborder les questions ultérieures |

indépendants |

Les questions non traitées peuvent &
Toute fonction peut étre décomposée, si nécessaire, en plusieurs fonctions.

A N N N

Important : Le candidat doit Impérativement traiter I'exercice ci-dessous, et inclure les réponses
dans les premiéres pages du cahier de réponse.

Exercice : (4 points)

Développement limité de ‘exponentielle’

Le développement limité de e*, a I'ordre n, est :

. x x* x3 x"
e —1+E+z—!+§+ +E-

Q1- Ecrire la fonction factoriel (k) qui regoit en paramétre un entier positif k, et qui retourne la valeur

1pt
de factoriellek : k! =1*2*3* . *(k-1) *k.
NB : La fonction factoriel (0) retourne 1
0.75 pt  Q2- Déterminer la complexité de la fonction factoriel (k), et justifier votre réponse.
0.75 pt  Q3- Ecrire la fonction calcul (x, k) qui recoit en paramétres un réel X et un entier positif k, et qui
retourne la valeur de 1’expression suivante :
xk
k!

1.5 pt  Q4- Ecrire la fonction exponentielle (x, n) qui regoit en paramétres un réel x et un entier positif n, et

qui retourne la valeur du développement limité de e, a 1'ordre n.
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Epteuve d'Informatique - Session 2021 - Filldre TSI
Partie | : Calcul numeérique

Modélisation d’une épidémie
Le modéle ‘SIR’

i spat ; \ : S 5 odélisations
La crise sanitaire mondiale du Coronavirus Covid-19 a démontré le role des m

mathématiques dans la prise de décisions politiques et sanitaires.

Les modeles & compartiments font partie des premiers modéles mathématiques, & avoir été }""hgés et
¢pidémiologie. L'idée est de diviser une population en plusieurs compartiments (groupes d individus), €
définir les régles d'échanges entre ces compartiments,

Le modéle SIR
Dans ce modéle, les individus sont répartis en trois compartiments :
“* S, dans lequel se trouvent les individus sains et susceptibles d’étre infectés ;
<+ 1, pour les individus infectés et infectieux ;
“* R, pour les individus retirés du modele, non susceptibles d’étre infectés, car guéris et immunisés ou
décédés.

Le modéle SIR décrit I'évolution dans le temps du nombre d’individus dans chaque compartiment, et part du

schéma simplifié suivant :

SENTIRENT:

> P :représente le taux de transmission de la maladie d’un individu infecté 4 un individu sain ;

> 7y :représente le taux de guérison.

Un individu est d’abord sain (S) ; il est'infecté (I) avec la probabilité (B) ; enfin, il guérit (R), avec la

probabilité (y).

II parait plus naturel de travailler avec le nombre des individus dans chaque catégorie, mais certains calculs
seront plus simples si on utilise plutét la proportion des individus dans chaque catégorie, ce qui nous permet

de connaitre tout aussi bien la progression de I’épidémie.

On note donc S(1), I(f) et R(¢) les proportions des individus dans chaque catégorie a I’instant .
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L'évolution des trois ¢
différentielles suivant :

atégories de population peut alors étre décrite par le systéme d'équations

~v"(t) = —[.5(t).1(t) (1)
(E) {r@=p.5@).1(t) - y.I(t) (2)
R(t) = v.I(t) (3)

Les dérivées permettent de connaitre la variation (c'est & dire si ¢’est croissant ou décroissant) des fonctions
S(1), 1(t) et R(1) en fonction du temps ¢, afin d’en décrire I'évolution au cours du temps.

Le produit S(r).I(1) représente le nombre de contacts entre des individus sains et des individus infectés.
étant le taux de transmission, il y a dés lors A.5(¢)./(¢) individus nouvellement infectés. Ceux-ci se soustraient
des individus sains (équation 1), et s"ajoutent aux individus infectés (équation 2).

certains vont guérir. y étant le taux de guérison, il a 7.1(1) individus

De méme, parmi les individus infectés,
outent aux individus retirés

nouvellement guéris qui se soustraient des individus infectés (équation 2) et s’aj

(équation 3).
On suppose que les modules numpy et matplotlib.pyplot sont importés :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as pl

La méthode Euler :

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la méthode Euler permettant de résoudre numériquement les
équations différentielles du premier ordre, avec une condition initiale, sous la forme :

{y,=f(t,y(t)) ; VEE([tg,to+T]
y(to) = Yo

On note I = [fo, to + T] l'intervalle de résolution. Pour un nombre de neeuds N donné, soit ¢, = to + n*h, avec
n=0,1,2,.. N, une suite de neeuds de I induisant une discrétisation de I en sous-intervalles In = [ta y tan1].
La longueur h de ces sous-intervalles est appelée pas de discrétisation. Le pas de discrétisation h est donné
par h = %

Soit ya I'approximation au nceud f, de la solution exacte y(f»). Le schéma de la méthode Euler est donné par :

% yo est donné
® Yne1=Ynt hxf(tn,¥n)
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netion fi(t,y) 2> [, y),

K. , . S— ’ la fo
Q.1- Ecrire Ia fonction def culer (f, ta, T, yo, N)t qui regoit en paramétres { N est le nombre de neeuds.

et T tels que [0, 1o+ T) est Tintervalle de résolution, la condition initiale yo e il
La fonction retoume tt = [toy iy ey INL et Y = [ya, Y1y o0y Yn] enoutilisant le schéma d'k '

. iquement le
Q.2- Le but de cette question est d"utiliser 1a fonction précédente euler, pour résoudre numériq
systéme d'équations différenticlles (E)

Q.2.a- En posant Y(1) = [ §(1), 1(1) y R(1) |, montrer que le systéme d'équations différenticlles (E) peut
s'écrire sous la forme : Y'(O)=F, Y(1)) avec

F o 1+ > IR?
(t, X =[X[0], X[1],X[2] ) => [20,21,22])

Zo, 7) €L Zy sont A préciser en fonction de X[0], X[1] et X[2].

Q.3- On suppose que beta et gamma sont deux variables globales, initialisées par les valeurs suivantes :
beta = 0.5

gamma = 0.1

En utilisant la fonction précédente euler, écrire un script python qui permet de tracer la représentation

graphique ci-dessous (Figure 1), des fonctions S(t), I(t) et R(t). Le nombre de points générés dans chaque
courbe est N=103,

R(1)

o] 10 20 30 40 50

Figure 1
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Partie Il : Bases de données et langage SQL

Dans le but de Suivre |'¢

une b volution de la pandémie du Covid-19 dans chaque pays, on propose d’utiliser
ne base de donnges composé

¢ de 3 tables : Pays, Villes et Quotidien,

Structure de la table 'Pays' :

, o
La table *Pays’ est composée de trois champs : Le champ 'codPays' de type texte, Ce champ représente la clé

primaire de la table ‘Pays’. Le champ 'nom' de type texte, contient le nom de chaque pays.

Exemples :
codPays nom
DEU Allemagne
FRA France
ESP Espagne
ARN Suede
ITA Italie

b- Structure de la table 'Villes' :

La table “Villes’ est composée de 4 champs : Le champ 'codVille' de type texte. Il représente la clé primaire
de la table ‘Ville’. Le champ 'nom' de type texte, il contient le nom de chaque ville. Le champ 'population’
de type entier, il contient le nombre de personnes dans chaque ville. Le champ 'codP' de type texte, il
contient le code du pays de chaque ville,

Exemples :
codVille nom population | codP
CIA Rome 2 844 395 | ITA
NAP Napoli 954 244 | ITA
PAR Paris 2 148 271 | FRA
TXL Berlin 3 748 148 | DEU
LYS Lyon 1 669 730 | FRA

c- Structure de la table 'Quotidien’ :

La table ‘Quotidien’ est composée de 5 champs : Le champ 'jour' de type date, il contient la date de chaque
jour. Le champ 'infectés' de type entier, il contient le nombre de nouveaux cas de personnes infectées par le
virus, chaque jour dans chaque ville. Le champ ‘'rétablis' de type entier, il contient le nombre de nouveaux
cas de personnes guéries du virus, chaque jour dans chaque ville. Le champ 'décédés' de type entier, il
contient le nombre de nouveaux cas de personnes décédées a cause du virus, chaque jour dans chaque ville.
Le champ 'cod V' de type texte, il contient les codes des villes.
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Exemples :
E Jour Infectés rétablls | décédés | codeV
2020-07-15 1653 3458 172 | CIA
2020-07-15 6074 4892 493 [ TAL
2020-07-15 1762 2059 651 | LYS
| 2020-07-16 3721 5973 85| CIA

Q.1- Le jour du *17/09/2020°, 1a ville de code ‘TXL’ a enregistré 2513 nouveaux cas de personnes infectées,
2847 nouveaux cas de personnes rétablies, et 65 nouveaux cas de personnes décédées.

Ecrire, en langage SQL, 1a requéte qui ajoute cet enregistrement dans la table ‘Quotidien’.

Q.2- Ecrire, en langage SQL, la requéte qui donne pour résultat, le compte des villes qui ont enregistré des

nombres de nouveaux cas de personnes infectées, composés d’au moins 5 chiffres, et ce le jour du
€27/08/2020°,

Q.3- Ecrin:, en langage SQL, la requéte qui donne pour résultat, le nombre de nouveaux cas de personnes
infectées, le nombre nouveaux cas de personnes rétablies et le nombre de nouveaux cas de personnes
décédées, chaque jour du mois de Septembre 2020, dans toutes les villes du pays ‘Italie’.

Q.4- Ecrire, en algébre relationnelle, la requéte de la question Q.3

Q.5- Le taux d'incidence TI pour une ville est égal au nombre de nouveaux cas de personnes infectées dans
cette ville, pendant une période donnée, divisé par la population de cette ville. Le TI s'exprime en nombre de
personnes pour 100000 personnes.

Ecrire, en langage SQL, la requéte qui donne pour résultat, les codes des pays, les noms des villes et le TI de
chaque ville, pendant I’année 2020, tels que TI est compris entre 500 et 1000, triés dans 1'ordre croissant du
TL

Q.6- Le taux de guérison TG pour un pays est égal au nombre total de personnes rétablies dans ce pays,
divisé par le nombre total de personnes infectées dans ce méme pays. Le TG s'exprime en pourcentage.

Ecrire, en langage SQL, la requéte qui donne pour résultat, les noms des pays et le TG pour chaque pays,
tels que TG > 70%, triés dans I’ ordre décroissant du TG.

Q.7- Le taux de mortalité TM pour une ville est égal au nombre total de personnes décédées dans cette ville,
divisé par le nombre total de personnes infectées dans cette méme ville. Le TM s ‘exprime en pourcentage.

Ecrire, en langage SQL, la requéte qui donne pour résultat, les noms des pays, le plus petit TM, le plus grand
TM et la moyenne des TM des villes dans chaque pays, triés dans I’ordre croissant du nombre de villes dans
chaque pays.
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Partie Il : Probléme Python

Arbre généalogique

Le but de ce prodlime est de modéliser une structure élémentaire représentant un arbre généalogique
« descendant » od on reprisente sur quelques générations la descendance issue d'un unique ancétre commun,
$ans se prdovvuper du sexe des différents membres de I'arbre. Ainsi, chaque membre de I"arbre est relié vers
le haut A une umque personne qu'on appellera simplement son pére, et vers le bas & tous ses enfants. A

Uexception de I'ancitre commun tout en haut de I"arbre qui n'a pas de pere.

Si l'arbre péndalogique est composé de N membres, alors chaque membre de I'arbre est représenté par un
nombre entier positif unique compris entre 0 et N-1. Le plus grand ancétre est représenté par le nombre 0.

Exemple : Arbre géndalogique pour N=16

Représentation de l'arbre généalogique en Python :

En python, pour représenter un arbre généalogique composé de N membres, on utilise une liste G de
longueur N, telle que pour tout entier i € [0,N] :

e Siiestlaracine de I'arbre, alors la valeur de I'élément G[i] est None
e Sinon, la valeur de I'élément G[i] est le pere de I’élément i dans 1'arbre.

Exemple :

L’arbre généalogique, dans I'exemple ci-dessus, sera représenté par la liste G de longueur 16 :

G= [None, 0, 1, 1, 3, 1, O, 6 6 O, 9 10, 10, 9, 9, 9]
indices 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Les indices de la liste G représentent les membres de I'arbre généalogique :

v" Le membre 0 est la racine de I'arbre, il n'a pas de pére : G[0] = None.
0 est le pére du membre 1: G[1] =0

6 est le pére du membre 7: G[7] =6

10 est le pére du membre 12 : G[12] = 10

DS N S N
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Epreuve d'Intormatique - Sesslon 2021 - Fllidre TSI
NB : Pour plus de clarté, dans les exemples des fonctions de cette partie, on utilisera I'arbre généalogique
précédent.

Q.1 Donner 1a liste qui représente I'arbre généalogique suivant ;

Q.2- Pére d'un membre de I'arbre

Ecrire _13 fonction pere (G, m) qui regoit en paramétres la liste G qui représente un arbre généalogique, et m
un entier positif qui représente un membre de 1'arbre G. La fonction retourne le pére du membre m dans
I'arbre G.

Exemples :

* Lafonction pere (G, 0) retourne le nombre : None
* Lafonction pere (G, 4) retourne le nombre : 3

Q.3- Liste des fils d’'un membre

Ecrire la fonction liste _fils (G, p) qui recoit en paramétres la liste G qui représente un arbre généalogique, et
P un entier positif qui représente un membre de 1’arbre G. La fonction retourne la liste des fils du membre p

dans I’arbre G.
Exemples :

* La fonction liste_fils (G, 8) retourne la liste : [ ]
e Lafonction liste_fils (G, 9) retourne la liste : [ 10,13, 14,15]

Q.4- Génération d’'un membre

Dans un arbre généalogique, la génération de ’ancétre commun est 0, la génération de ses enfants est 1, la
génération des enfants de ses enfants est 2, ...

Ecrire la fonction generation (G, m) qui regoit en paramétres la liste G qui représente un arbre
généalogique, et m un entier positif qui représente un membre de 1'arbre G. La fonction retourne la
génération de m dans I’arbre G.

Exemples :
s La fonction generation (G, 0) retourne le nombre 0

¢ La fonction generation (G, 4) retourne le nombre 3
Page 8 sur 10
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Epreuve d'informatique - Sesslon 2021 - Fiiare TS
Q.5- Hauteur de I'arbre généalogique

La hauteur de I'arbre géné

alogique est la plus grande génération des membres de cet arbre.

Ecrire la fonctj i i |
perir lonhauteur (G) qui regoit en parametres la liste G qui représente un arbre généalogique. L2
onction retourne la hauteur de I’arbre G.

Exemple :

La fonction hauteur (G) retourne Je nombre 4

Q.6- Descendant d'un membre

‘Soiem i et j deux membres d'un arbre généalogique G. On dit que i est un descendant de j si j est le pére de
1, 0u si j est le pére du pére de i, ou si j est le pére du pére du pére de i, etc ...

Exemples :

v" Le membre 12 est un descendant du membre 9
v" Le membre 5 est un descendant du membre 1
v Le membre 2 n’est pas un descendant du membre 6

Ecrire la fonction descendant (G, i, j) qui recoit en paramétres la liste G qui représente un arbre
généalogique, et i et j deux entiers positifs qui représentent deux membres de I’arbre G. La fonction retourne

True si i est un descendant de j, sinon, la fonction retourne False.

Exemples :

e La fonction descendant (G, 14, 0) retourne True
e La fonction descendant (G, 5, 4) retourne False

Q.7- Plus proche ancétre de deux membres
| Soient i et j deux membres d'un arbre généalogique G. Le plus proche ancétre de i et j est le membre de
1 I’arbre qui est ancétre commun 2 i et j, et ayant la plus grande génération des ancétres communs aietj. Le
; plus proche ancétre existe toujours, et il est méme unique, puisque tout membre de I’arbre est ancétre de lui-

méme.
Exemples :

v Le membre 1 est le plus proche ancétre des deux membres 2 et 4
v Le membre 0 est le plus proche ancétre des deux membres 7 et 12

Ecrire la fonction plus_proche_ancetre (G, i, j) qui recoit en paramétres la liste G qui représente un arbre
généalogique, et i et j deux entiers positifs qui représentent deux membres de I'arbre G. La fonction retourne

le plus proche ancétre de i et j dans I'arbre G.

Exemples :
e La fonction plus_proche_ancetre (G, 5, 11) retourne : 0
¢ La fonction plus_proche_ancetre (G, 12, 15) retourne : 9
¢ La fonction plus_proche_ancetre (G, 6, 7) retourne : 6
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Epreuve d'Informatique - Sesalon 2021 - Fillére TSI
Q.8- Distance entre deux membres

On considére deux membres i et | de I'arbre généalogique G. La distance € e

) . ' . i qui e
court chemin menant de i 4 J dans 1'atbre, Ce chemin est celai qui part de |, ety
proche ancétre de | et §, puis qui redescend jusqu'a ).

Exemples :

v Ladistance entre les membres 4 ct 11 est: 6

nire | et J est la Jongueur du plus
jonte jusqu’au plus

v La distance entre les membres 7 et8est: 2
v La distance entre les membres 12 et 15est: 3

Ecrire 1a fonction distance (G, i, j) qui regoit en paramétres la liste G qui représente un arbre généalogique,
et i et j deux entiers positifs qui représentent deux membres de 1'arbre (. La fonction retourne la distance
entre i et j dans I'arbre G,

Exemples :

¢ La fonction distance (G, 8, 4) retourne : 5
* La fonction distance (G, 5, 2) retourne : 2

Q.9- Plus court chemin entre deux membres

On considére deux membres i et j de I’arbre généalogique G. Le plus court chemin dei a j est le chemin
partant de i et remontant jusqu’au plus proche ancétre commun de i et j, puis redescendant jusqu’a j.

Exemples :

v Le plus court chemin du membre 4 au membre 11 est : '4-3-1-0-9-10-11"
v' Le plus court chemin du membre 8 au membre 7 est : '8-6-7'
v" Le plus court chemin du membre 12 au membre 15 est : '12-10-9-15'

Ecrire la fonction plus_court_chemin (G, i, j) qui regoit en paramétres la liste G qui représente un arbre
généalogique, et i et j deux entiers positifs qui représentent deux membres de I'arbre G. La fonction retourne
la chaine de caractéres qui contient le chemin le plus court du membre i au membre j dans I'arbre G.

Exemples :

¢ La fonction plus_court_chemin (G, 5, 9) retourne : '5-1-0-9'
e Lafonction plus_court_chemin (G, 8, 4) retourne : '8-6-0-1-3-4'

s===== FIN DEL’EPREUVE ======
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